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1. 设 v1, . . . , vm 是 V 中的线性无关向量组. 证明：存在 w ∈ V 使得对所有 j ∈ {1, . . . ,m}
均有 ⟨w, vj⟩ > 0.

2. 设 e1, . . . , en 是 V 的规范正交基, 并设 v1, . . . , vn 是 V 中的向量使得对每个 j 均有

∥ej − vj∥ <
1√
n
.

证明：v1, . . . , vn 是 V 的基.

3. 设 CR([−1, 1]) 是区间 [−1, 1] 上的实值连续函数构成的向量空间，且其上的内积为：对
f, g ∈ CR([−1, 1])

⟨f, g⟩ =
∫ 1

−1

f(x)g(x) dx.

给定 CR([−1, 1]) 的子空间 U = {f ∈ CR([−1, 1] : f(0) = 0)}. 证明: U⊥ = {0}

4. 设 U 是有限维的复向量空间且 T ∈ L(U).

1. 设 T 是一个正规算子. 证明：T ∗ 可以表示成 T 的一个多项式.

2. 设 T 和 S 是正规算子, 并且 ST = TS。证明 T ∗S = ST ∗ 和 TS∗ = S∗T , 特别的,
TS 是正规的。

5. 设 T ∈ L(V ) 是自伴的，λ ∈ F 且 ϵ > 0. 假设存在 v ∈ V 使得 ∥v∥ = 1 且

∥Tv − λv∥ < ϵ.

证明：T 有一个本征值 λ′ 使得 |λ− λ′| < ϵ

6. 设 U 是有限维的实向量空间且 T ∈ L(U). 证明：U 有一个由 T 的本征向量构成的基
当且仅当存在 U 上的内积使得 T 是自伴算子。

7. 设 T ∈ L(V,W ). 证明：T ∗T 是 V 上的正算子。
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