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相关概念

1. 向量空间，子空间，子空间的和，直和.

2. 张成空间，线性无关，基，维数.

3. 线性映射，L(V,W )，零空间，值域，线性代数基本定理.

1. V 是域 F 上的线性空间，并且 F 至少有三个元素. 令 V1, V2, V3 是 V 的三个子空间. 证
明：V1 ∪ V2 ∪ V3 是 V 的子空间当且仅当其中一个子空间包含另外两个子空间.

2. 设 U = {p ∈ P4(R) :
∫ 1

−1
p = 0}.

(1) 求 U 的一组基.

(2) 将 (1) 中求得的基扩充为 P4(R) 的一组基.

(3) 求 P4(R) 的一个子空间 W 使得 P4(R) = U ⊕W .

3. 设 v1, . . . , vm 在 V 中是线性无关的，并设 w ∈ V . 证明：

dim span(v1 + w, . . . , vm + w) ≥ m− 1.

4. 设 V1, V2, V3 是有限维向量空间的子空间，证明或者给出反例：

dim(V1 + V2 + V3) = dimV1 + dimV2 + dimV3

− dim(V1 ∩ V2)− dim(V1 ∩ V3)− dim(V2 ∩ V3)

+ dim(V1 ∩ V2 ∩ V3).

5. 设 dimV < ∞. 证明：V 的子空间上的线性映射可以扩张成 V 上的线性映射.

6. 给出一个函数 ϕ : C → C，使得对于所有 w, z ∈ C 都有

ϕ(w + z) = ϕ(w) + ϕ(z),

但 ϕ 不是 C-线性映射.

7. 设 0 < dimV < ∞ 和 dimW = ∞. 证明：dimL(V,W ) = ∞.

8. 设 2 ≤ dimW ≤ dimV < ∞. 证明：{T ∈ L(V,W ) : T不是满的} 不是 L(V,W ) 的子空
间.

9. 令 v = (1, 0, 1), u = (1, 0,−1), w = (1, 0, 0), w′ = (0, 1, 0). 以下哪些是 R3 的线性子空间？
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(1) {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x1 + x2 − x3 = 0}.

(2) {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x1x2 − x3 = 0}.

(3) {av + bu+ w : a, b ∈ R}.

(4) {av + bu+ w′ : a, b ∈ R}.

10. 计算以下线性空间的维数，并找到每个空间的一组基.

(1) 实的反对称的 4× 4 矩阵.

(2) 满足 p(2) = 0 并且 p(3) = 0 的三次多项式 p.

(3) 满足 p(0, 0) = 0, p(1, 0) = 0 并且 p(0, 1) = 0 的二元二次多项式 p(x, y).

11. 设 V = Rn,W = Rk 和 T ∈ L(V,W ). 定义一个从 L(W,R) 到 L(V,R) 的线性映射 S
如下：对于所有的 ϕ ∈ L(W,R), 都有

S(ϕ) = ϕ ◦ T.

证明: dim nullT − dim nullS = n− k.
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