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令 V 是一个线性空间，V ′ 是它的对偶空间. V 的二次对偶空间V ′′ 是 (V ′)′ =
L(L(V,F),F).

定义 1. 设 v ∈ V，定义 v′′ ∈ V ′′ 如下：对于任意 f ∈ V ′

v′′(f) = f(v).

定义映射 Λ : V → V ′′ 如下：对于任意 v ∈ V

Λ(v) = v′′.

性质 1. Λ 是线性的.

Proof. 令 f, g ∈ V ′, v ∈ V 和 c ∈ F.

v′′(f + g) = (f + g)(v)

= f(v) + g(v)

= v′′(f) + v′′(g)

v′′(cf) = (cf)(v)

= cf(v)

= cv′′(f)

性质 2. 令 {v1, . . . , vn} 是 V 的一组基. 令 {ϕ1, . . . , ϕn} 是它的对偶基. 那么，{v′′1 , . . . , v′′n}
是 {ϕ1, . . . , ϕn} 的对偶基.

Proof. 我们只需验证

v′′i ϕj = ϕj(vi) =

{
1 如果 i = j;
0 如果 i ̸= j.

推论 1. 若 V 是有限维线性空间，Λ 是 V 到 V ′′ 的一个同构.

定义 2. 设 T ∈ L(V,W ). 定义 T 的二次对偶为 T ′′ = (T ′)′ : V ′′ → W ′′.

性质 3. T ′′(v′′) = T (v)′′
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Proof. 只需要验证 T ′′(v′′)(f) = T (v)′′(f) 对于任意的 f 成立.

T ′′(v′′)(f) = v′′(T ′(f)) (T ′′ 是 T ′ 的对偶)
= T ′(f)(v) (v′′ 的定义)
= f(T (v)) (T ′ 是 T 的对偶)
= T (v)′′(f)

等式 T ′′(v′′) = T (v)′′ 意味着 Λ 是 V 和 W 到 V ′′ 和 W ′′ 的自然同构, 或者说有如下交
换图表成立:
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