
上 海 交 通 大 学 试 卷 ( 答 案 )
（2019 至 2020 学年第 1 学期）

课程名称 初等数论

第 1 题： 选择题 [共 21分]

1.1 [3分] 15125 与 25256 能否表示成两个整数的平方和？ （B）

(A) 都不能 (B) 仅 15125 能
(C) 仅 25256 能 (D) 都能

1.2 [3分] 令 k 为三维实空间中一条直线上的全体整点的集合的势。k 的可能取值有多少种？ （B）

(A) 2 种 (B) 3 种
(C) 可数无穷种 (D) 不可数多种

1.3 [3分] 下面各数中哪一个没有原根？ （B）

(A) 4 (B) 8
(C) 9 (D) 18

1.4 [3分] 最小的可以被所有判别式为 −100 的整正定二元二次型表出的 (正) 整数为哪一个？ （B）

(A) 5 (B) 25
(C) 100 (D) 不存在

1.5 [3分]令 A为一个正整数集合，令 αn 表示 A中不超过 n的元素的个数，并且令 α=̇ lim supn→∞
αn

n > 0。∑
a∈A

1
a 等于多少？ （C）

(A) π2+π4+π6

1−α (B) 1
1−α2

(C) ∞ (D) 具体取值不能仅由 α 决定

1.6 [3分] 225 + 1 含有下述哪一个素因子？ （D）

(A) 2 (B) 11
(C) 101 (D) 641

1.7 [3分] 实数轴上是否存在一族开区间，使得每个有理数都只被其中有限个区间覆盖，每个无理数都被其
中无限个区间盖住？ （A）

(A) 存在 (B) 不存在
(C) 存在性与选择公理等价 (D) 由 Godel 不完全性定理可知这无法

判定

第 2 题： 填空题 [共 30分]

2.1 [5分] 11x+ 8y = 600 的正整数解 (x, y) 的个数为 6 。

2.2 [5分] 72020 在十进制展开中最后两位是 01 。
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2.3 [5分] 称 2 的幂次或者 2 的幂次的 3 倍为一个好数。把 100 颗一模一样的珠子分成大小不一的若干堆，
使得每一堆里头的珠子个数都是好数。这种分法的个数为 34 。

2.4 [5分] 模 257 的原根共有 128 个。

2.5 [5分]
(
17
47

)
= 1 （填一个整数）。

2.6 [5分] 13x = 71 (mod 380) 的解为 327+380k 。

第 3 题： 计算题 [10分]

试确定 y2 + x− x3 = 0 的所有整数解 (x, y)。

原方程可化为 y2 = x(x2 − 1).
由于 gcd(x, x2 − 1) = 1, 故 x2 − 1 为完全平方数, 记为 A2.
当 |x| ≥ 2 时，1 = x2 −A2 = (x−A)(x+A) ≥ 1(x+A) ≥ 2. 故没有解.
当 |x| ≤ 1 时，代入方程可得解 (−1, 0), (0, 0) 和 (1, 0).

第 4 题： 证明题 [10分]

试说明存在一个常数 b, 使得序列 ⌊2b⌋, ⌊22b⌋, ⌊222
b

⌋, . . . 中的所有项都是素数。（提示：可以利用贝特朗假设，
即对于任意实数 x ≥ 1, 区间 [x, 2x] 中至少包含一个素数）

令 p1 = 5. 由贝特朗假设，可以选取一列素数 pi, i ∈ Z+ 使得 pi+1 ∈ [2pi , 2pi+1].
令 xi = log2 log2 · · · log2︸ ︷︷ ︸

i

pi, yi = log2 log2 · · · log2︸ ︷︷ ︸
i

(pi + 1) 其中 i ∈ Z+.

由闭区间套定理，
∩

i∈Z+
[ai, bi] 非空，在其间任取一个元素 b. 可验证满足题设.

第 5 题： 证明题 [10分]

已知一个整数 n 可以写成两个有理数的平方和。试说明 n 可以表为两个整数的平方和。

设 n = (ab )
2 + ( cd )

2 = a2d2+b2c2

b2d2 .
由二平方和定理，a2d2 + b2c2 的每个 4k + 3 型素因子都是偶数次幂的.
由于 b2d2 的每个素因子都是偶数次幂的，所以 a2d2+b2c2

b2d2 = n 的每个 4k + 3 型素因子都是偶数次幂的.
再由二平方和定理，n 可以表示成两个整数的平方和.

第 6 题： 证明题 [共 19分]

6.1 [5分] 对任意正整数 m，说明 x2 + 11y2 = 3 (mod 2m) 有解。
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引理 1 若 d = 1 (mod 8), 则 x2 − d = 0 (mod 2m) 对任意 m 都有解.
证明：记 f(x) = x2 − d, a0 = 1, f ′(x) = 2x, c = ord2(f

′(a)) = 1. 由 Hensel 引理，x2 − d = 0
(mod 22c+2n) 有解. 故 x2 − d = 0 (mod 2m)，对任意 m 有解.

令 x = 0, 我们将证明 11y2 = 3 (mod 2m) 有解. 验证 3
11 = 1 (mod 8). 由引理 1，y2 = 3

11 (mod ()2m)
有解，故 11y2 = 3 (mod 2m) 有解. 进而 x2 + 11y2 = 3 (mod 2m) 有解.

6.2 [5分] 对任意正整数 m，说明 x2 + 11y2 = 3 (mod 11m) 有解。

引理 2 令 p 是奇素数, 满足 gcd(p, d) = 1. 若 x2 − d = 0 (mod p) 有解, 则 x2 − d = 0 (mod pm) 对
任意 m 都有解.
证明：记 f(x) = x2 − d, a20 − d = 0 (mod p), 验证 f ′(a0) ̸= 0, f(a0) = 0. 由 Hensel 引理，x2 − d = 0
(mod 2m)，对任意 m 有解.

令 y = 0, 我们将证明 x2 = 3 (mod pm) 有解. 验证 x = 5 是 x2 = 3 (mod pm) 的一个解. 由引理 2，
x2 = 3 (mod ()2m) 有解. 故 x2 + 11y2 = 3 (mod 11m) 有解.

6.3 [5分] 对任意素数 p ̸= 2, 11 以及任意正整数 m，说明 x2 + 11y2 = 3 (mod pm) 有解。

对于 p ̸= 2, 11，可得

#{x2 : x ∈ Zp} =
p− 1

2
+ 1 = #{11y2 : y ∈ Zp}.

由鸽笼原理,x2 + 11y2 = 3 (mod p) 存在解 (x0, y0) ̸= (0, 0).
当 x0 ̸= 0, 令 f(x) = x2 + (11y20 − 3)，由引理 2，命题得证.
当 x0 = 0, 令 f(y) = 11y2 − 3，由引理 2，命题得证.

6.4 [4分] 对任意整数 n，说明 x2 + 11y2 = 3 (mod n) 有解。

由前三问的结论与中国剩余定理可得.
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